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1. Introduction 

Le groupe mktaplectique agit contintiment et transitivement sur le rev&tement 
d’ordre quake de la Grassmannienne lagrangienne. Cette action dkfinit une g&o- 
mktrie, habituellement appellCe g&m&& mhzplectique, essentielle en m&a- 
nique quantique. L’approche habituelle de la gComCtrie mktaplectique utilise la 
topologie algkbrique [ 4,11,16]. Le but de cet article est de montrer qu’il est pos- 
sible de construire et d’ktudier cette gComCtrie de man&e beaucoup plus appro- 
fondie, en utilisant uniquement les propriCtCs connues du groupe mdtaplectique 
et des concepts d’algbbre 1inCaire symplectique ClCmentaires. 

Soit A =A (n) la Grussmannienne lugrungienne de l’espace symplectique ( V, Q) 
oh V= IF?” x ET’, la forme symplectique 52 &ant don&e par 
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52(Z,Z’)=(X’,Y)-(X,Y’) > (1.1) 
si z= (x, y), z’= (x’, v’ ), (a;) &ant le produit scalaire habitue1 sur R”. A tout 
triplet (I,, 12, 1, ) d’eltments de A, que nous appellons conformement a l’usage 
plans lagrangiens, Demazure [ 5 ] a associe un entier s( I,, l,, lJ) qu’il a appelle 
signature du triplet (I,, l,, I,); c’est la signature de la forme bilineaire symetrique 
BIZ3 sur le sous-espace vectoriel V,,,={ (zl, z2, z3) :z, +z2+z3=O} de 1, x12x13, 
dontlavaleuren (Z,Z’)=((zl,z2,,z3), (z’,,z$,z;))est 

&23(Z, z’ ) =Q2(zl, z;) * (1.2) 

D’autre part, Lion et Vergne Cnoncent dans leur trait6 [ 17, pp.39-46,87-881 les 
proprietes d’un indice, qu’ils attribuent a Kashiwara. Cet indice, qu’ils notent 
r( I,, 12, I,), est la signature de la forme quadratique Q sur 1, ~1~x1~ dont la valeur 
en h z2, z3) est 

Q(z,, ,729 ~3)=Q(z,,z2)+~2(~2,~3)+~(~3, z,) . (1.3) 

La signature s et l’indice r possbdent, entre autres, les proprietes suivantes: 
(1) Silln13={0}, c’est Zt dire si v= II @l,, alors 

s(l,, l,, 1,) (resp. r( I,, l,, 1,) ) est la signature de la for-me quadratique 
(1.4) 

oti pij est l’operateur de projection de V sur li parallelement a 4. 
(2 ) Pour tout quadruplet (I,, 12, l,, 1,) c/14 on a les relations 

si(11912s 13)-Si(11, l2, 14)+si(r19 l3, L)-Si(12,13s 14Jco 9 (1.5) 

oh s, =s et s2= r, ces relations s’expriment dans le language de la topologie alge- 
brique en disant que s et r sont des deux-cocycles de /1 a valeurs dans Z. Choisis- 
sant dans ( 1.5 ) le plan lagrangien 1, de facon a ce que 1, n l4 = 1, n 1, = { 0} on voit 
alors, vu ( 1.4)) que s+ 7= 0. Ces observations justifient done la terminologie sui- 
vante: nous appellerons cocycle de Demazure-Kashiwara la fonction 
o= -s=7:A3+h. 

Des proprietts de s et 7 Cnoncees et prouvees dans les refs. [ $17 ] resultent que 

(T est une fonction antisymetrique de (I,, 12, I,), a valeurs dans 
Zn [ -n+k, n-k], oti k=sup(dim(l,n12), dim(12n13), dim(13nll)); ( 1 6) 

a(l,, 12, l,)=n+dim(l, n12) 

+dim(12n13)+dim(13nll), mod2; (1.7) 
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la fonction (I,, l,, 1,) ~a( I,, l,, 1,) est localement constante sur chaque 
sous-ensemble de /i3 sur lequel dim ( II n 1,)) dim (/, n 1,) et dim (1, n 1, ) 
sont constants. (1.8) 

Soit Sp=Sp( n) le groupe symplectique de l’espace symplectique ( V, Q); de 
( 1.3 ) il resulte immediatement que l’on a en outre 

o(sl,,sl~,s13)=o(1,,1~,13) pourtoutseSp. (1.9) 
La variete /i est connexe; son groupe de Poincare n, (/i ) est isomorphe au groupe 

additif (Z, + ) des entiers relatifs, done pour tout qE (2, 3, . . . . +oo}, /1 admet un 
revetement /i, d’ordre q, et /1, est le revCtement universe1 de /i. Notons fqwl la 
projection naturelle /i,t+n et crq (I,, l,, 1, ) l’image de Q( 1,) I,, I3 ) dans Zzq= Z/2qiZ, 
avec la convention HZm = Z. Alors l’application 

4Hk k f9w&, 12,/3) (1.10) 

est un cocycle. Par un argument de cohomologie des faisceaux fins en tous points 
semblable a celui utilise par Crumeyrolle dans la ref. [ 3, 5 “) 1, ce cocycle est un 
cobord, c’est a dire qu’il existe une fonction 

cLq:& vi, fo-+q(f?, f2k&q (1.11) 

rendant la decomposition suivante de O, possible: 

~qU1, I*, l,)=Pq(k m-Pq,<k m+P,ctL 0) . (1.12) 

En utilisant les proprietes de l’indice de Maslov, dues a Leray [ 16, ch. I, #2.5, 
2.81, nous avons construit dans les refs. [ 61 (pour q=oo) et [ 81 une telle fonc- 
tion pq, satisfaisant en outre la propriete suivante (Dazord [ 41 a construit un 
indice apparent6 a ,uu, ) : 

,uq est localement constante sur le sous-ensemble { (r?, r!$) : I, n 1, = { 0)) 
de Ai. (1.13) 

Les proprietes (1.12) et (1.13) caracttrisent p,: si en effet Vq:/Ii+H2q est une 
seconde fonction veritiant ( 1.12 ) et ( 1.13 ), il existe f: /iq-+HZq, localement con- 
stante, telle que 

Pq,<k &> - ~,(fL m> =fCWf(f7) 

pour tous (ry, rf) e/i 3; or A, est connexe, doncfest constante, d’oti pq= vq. 
Cette unique fonction ,uq, que nous avons appelle indice de Maslov sur A, dans 

les refs. [ 6,8 1, et qui nous a permis de clarifier dans les refs. [ 6,7] les problbmes 
poses par la ref. [ 17 1, est definie par les relations suivantes: 

(1.14) 

oti (r,, &) est une paire quelconque d’elements de /i, se projettant en 
( fl, &) ~/ii ( [ 8, $4, definition (4.3 ) 1, oh nous utilisons, ainsi que dans les refs. 
[6,7], la notation p au lieu de p,,,), et 
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PaA, L>=wd, Lbm(L, f,))+@L, l*,L> > (1.15) 

oh TX est choisi tel que I,n13=IZnIj={0} [6, formules (1.6), (1.11); 8, $2, for- 
mules (2.5), (2.7)], oti m est l’indice detini par Leray [ 16, ch. I, $2.51 sur le 
sous-ensemble { ( f, , r,) : I, n 1, = { 0)) de /i 2. 

La definition de cet indice [ 16, definition 5.3, p. 441, que Leray appelle “de 
Maslov” mais que nous appellerons de “Leray-Maslov”, et qui complete celle 
d’Amold [ I 1, fait uniquement appel a des techniques de topologie algebrique 
(theorie de l’intersection de Lefschetz [ 15 1, en particulier ); Dazord [ 41 et Sou- 
riau [ 2 1 ] (voir aussi la ref. [ 111, ch. IV) en ont don& des definitions Cquiva- 
lentes, ou proches; ces definitions utilisent elles aussi des resultats ou des tech- 
niques issues de la topologie algebrique. 

Introduisons maintenant la terminologie suivante. Soit un groupe G, note mul- 
tiplicativement. Nous appellons cocycle de G toute application o de GX G dans 
un groupe additif H, telle que 

~(gg’,g”)+~(g,g’)=~(g,g’g”)+~(g’,g”) 3 (1.16) 

pour tous g, g’, g” dans G. On dit que ce cocycle est un cobord s’il existe une 
application a! de G dans H telle que 

cr(g>-(y(gg’)+a,(g’)=o(g,g’) 3 

pour tous g, g’ dans G. 

(1.17) 

Soit alors Mp=Mp (n), le groupe metaplectique; c’est [ 14,16,20,22] la re- 
presentation unitaire dans L* (I?“) de Sp,, le revCtement d’ordre deux du groupe 
symplectique Sp. Notons SW la projection naturelle Mp-Sp. 11 est facile de vC- 
rifier, utilisant les proprietes ( 1.5 ), ( 1.6 ) et ( 1.9) du cocycle de Demazure-Kashi- 
wara que pour tout k/i la formule: 

o,(s,s’)=Q(1,s1,ss’l) 

definit un cocycle sur Mp. 
Le but de cet article est triple: 

(1.18) 

( 1) Nous montrons dans le paragraphe 3 que ce cocycle est un cobord modulo 
8; plus precistment nous construisons [theoremes 3.1( 1) et 3.2 ( 1) 1, par des 
methodes purement analytiques, faisant appel 21 la methode de la phase station- 
naire, une fonction 

caracterisee par les proprietes suivantes: 

B/(S) -MSs’ 1 +/ul(s’ 1 =hi(S, s’ ) , (1.19) 
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& est localement constante (done continue) sur {SE Mp : sl n Sl= { 0)). 
(1.20) 

(2 ) Dans le paragraphe 4 (thtorbme 4.1) nous deduisons de cette fonction ,ul 
une fonction 

r(i:/i4X/143(f,fr)H~(CIf))EEs 
ayant les deux prop&es suivantes: 

fi est localement constante (done continue) sur { (r, , r,) : II A 1, = { 0)). ( 1 22 ) 

Cette fonction ,G est done identique a l’indice de Maslov p4 sur A4, qui est carac- 
t&rise par les proprietes ( 1.12)) ( 1.13). La definition et la methode que nous 
utilisons permettent de retrouver les proprietes de cet indice de Maslov sur A4, 
independemment de tout recours a la theorie de Leray, et a la ref. [ 61. 

( 3 ) Utilisant les proprietes, Ctablies aux paragraphes 3 et 4, des fonctions aI et 
c nous identifions, au paragraphe 5, Mp (resp. A4) a un sous-groupe (resp. sous- 
ensemble) de Sp x Z/8b (resp. A x h/8H). 

La loi de groupe de (Sp x H/8,?!), est alors don&e par la formule 
(s,~)(s’,~‘)=(ss’,~+~‘+~(1,s1,ss’1)), (1.23) 

ou 6 est I’image dans b/8Z du cocycle de Demazure-Kashiwara. Munissant 
(SpxZ/SZ), et (AxZ/SZ), de topologies adtquates, nous montrons qu’il est 
possible de detinir, utilisant l’indice de Maslov, une action de (SpxZ/SZ), sur 
(AxZ/SZ),, cette action &ant don&e par 

(s,~)(1’,ri)=(sl,p+I+~(l,sl,sl’))) (1.24) 

formule qui n’est autre que (2.5) dans la ref. [ 71. Cette action, caracterisee par 
( 1.24), est done l’action habituelle de Mp sur A4 [ voir (2.27) 1. 

Le but de cet article, qui Ctait de construire la geometric metaplectique unique- 
ment A partir des proprietts du groupe metaplectique et du cocycle de Dema- 
zure-Kashiwara, dont les proprietes relevent de I’algbbre lineaire symplectique 
Clementaire, est done atteint. 

Certains des resultats du paragraphe 3 ont ete annonces dans la ref. [ 91, voir 
aussi la ref. [ 10 1. 

2. Notations; rappel de certaines propri&% de A, Sp et Mp 

Nous identifions tous les automorphismes de l’espace vectoriel reel V=R”xtR” 
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avec leurs matrices dans la base canonique de V; ainsi la forme symplectique 52 
sur VdCfinie par ( 1.1) s’Ccrit 

52(z,z’)=(Jz,~‘)~, pour (z,z’)~V*, (2.1) 

oh ( z, z’ ) v= (x, x’ ) + ( y, y’ ) si z= (x, y ), z’ = (x’ , y’ ) et Jest la matrice-bloc 

oh I (resp. 0) est la matrice unit6 (resp. la matrice nulle) d’ordre n. Ainsi, une 
matrice-bloc 

est dans Sp si et seulement si sJ’s= ‘sJs= J, c’est a dire si et seulement si 

‘AD-‘CD=I, 

‘AC= ‘CA , 

‘BD= ‘DB . 

(2.3) 

(2.4a) 

(2.4b) 

(2.4~) 

Soient L et P deux matrices rkelles d’ordre n, L inversible et P symktrique. On 
associe g ces matrices les tlCments suivants de Sp: 

mL= (E ,Lo_Jy vp=(yp “I>. (2.5) 

Soit Ule voisinage de 1’ClCment neutre dans Sp constituC des ClCments (2.4) avec 
det(A)#O. Vu (2.4b) et (2.4c), A-‘B et CA-’ sont symhiques, et vu (2.4a), 
qui s’Ccrit CA -lB+ ‘A-‘= D, on a 

s= (v-CA-l)(m-,,,)J(vA-ls)J; 

U est done engendrt par les matrices J et (2.5 ). On a done prouvke, puisque Sp 
est connexe, que 

l’ensemble U {J, m,, up} engendre Sp . 
L.P (2.6) 

Sp agit transitivement sur A, ainsi que sur le sous-ensemble { (I, I’ ) : In I’ = { 0)) 
de A*. Pour l~/i on note St(/) le stabilisateur de I dans Sp; c’est le sous-groupe 
fermt de Sp form6 par les matrices s telles que sl= 1. 

Pour tous (s, I)~Spx/i, il existe (~,,s~)~SpxSp tel que s,lnl 
=s21nl= (0) et s=sIs2. (2.7) 
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Preuve. Soit 1’ EA tel que InI’ =slnI’ z(O). 11 existe s, et s; dans Sp tels que 
(sl, l’)=s,(l’, 1) et /‘=&I. On a done sl=s,s;l. Soit kSt(1) tel que s=s,s;h; 
posonss2=s~h.Alorss=s,s2ets,lnl=l’nl={O},s2lnl=s~lnl=1’nl={0}. 

Considerons en particulier le plan lagrangien I= 1, dCIini par lo= { 0} x R”. 

Lemme 2.1. 
(1) SisgSp est donnepar (2.3), alors dim(slOnlO) =corang(B); enparticulier 

seSt(l,) si et seulement si B=O, et slOnlO={O} si et seulement si det(B) ~0. 
(2) ToutsESt(1,) s’ecrit,demaniereunique,s=v,m, (ous=m,,v,). 
(3 ) Pour tout l&, St (1) a deux composantes connexes. 

Preuve. &.&ant 

0 z= 0 Y ElO, (2.8) 

alors ZE& n lo si et seulement si By=O, done dim (s&n 10) = dim Ker(B), ce qui 
prouve ( 1). 

Si maintenant B=O, alors D= ‘A-’ vu (2.4a) et CA-‘, ‘AC sont symetriques 
vu (2.4b), ce qui permet d’ecrire 

s=vscA-ImA =mAvBAc, 

d-oh (2). 
Cette propriete montre que St(1,) est homeomorphe au produit 

Sym (n ) x Gl (n ) de l’ensemble des matrices symetriques reelles par le groupe li- 
neaire reel; or Sym (n ) = R ‘w’)/~ et Gl (n) a deux composantes connexes, d’oh 
( 3 ) si I= lo; le resultat pour 1 quelconque en decoule puisque St (1) est conjugue a 
St(h)* 

Soit A une forme quadratique rtelle sur l’espace vectoriel U?"xlR"; il existe des 
matrices P, L, Q d’ordre n, Pet Q symetriques, telles que la valeur de A en (x, x’ ) 
soit 

A(x,x’)=$(Px,x)-(Lx,x’)+$(Qx’,x’). (2.9) 

Nous noterons d l’ensemble de tous les couples (A, m) oh A est une forme quad- 
ratique (2.9) telle que 

det(L) #O , (2.10) 

et m un entier associe a un choix de arg det (L), par la relation 

mrr=argdet(L), mod4rr. (2.11) 
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Nous noterons une forme quadratique A definie par (2.9) et (2.10): A = (P, L, 
Q>. 

A tout (A, m) E&, A = (P, L, Q), on associe l’operateur ST dans l’espace de 
Schwartz Y (I?“) detini par 

Syf(x) = (&rid(A) j e”(+)f(xt ) dx’ , 

oc in/* =exp(inrr/4), et 

A(A) =Jdeto=i”,/m. 

Introduisant l’automorphisme F de Y (I?“) defini par 

(2.12) 

(2.13) 

n/2 
e-i<sKX’>f(x)) &’ , 

R” 
(2.14) 

et qui est, au facteur ( 1 /i)“/* = exp ( -inn/4) pres, la transformation de Fourier 
habituelle, ainsi que les automorphismes M,” et V, de Y ([R”): 

MLmf(x) =A(AIS(Lx) > Vpf(x) =e- V*<p-w>f(x) , 

on voit que 

ST= V-,MFFF/_, si A= (P, L, Q) , 

done ST est un automorphisme de Sp (I?” ), d’inverse 

(ST)-‘=S$‘, ohA*= (-Q, -‘L, -P) , m*=n-m, mod4 

Les operateurs F, MF, VP, qui verifient les relations Cvidentes 

ME’ VP = V,,M,m , 

V,K =W V,,-,, , 
FM? =M;-,F, 

M,“MF.!’ =M,“.;“’ , 

VPV,. = VP,.. , 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18a) 

(2.18b) 

(2.18~) 

(2.18d) 

(2.18e) 
se prolongent en des automorphismes de Y’ (R”) dont les restrictions a L*(R”) 
sont unitaires; il en est par consequent de m&me pour les ST. En fait [ 16, ch. I, 
§1,2, theoreme 2.11 

l’ensemble {ST : (A, m ) ed} engendre le groupe metaplectique Mp, (2.19 ) 

et la projection naturelle 

z:Mpo&s&p 
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est alors caracterisee par [ 16, formule ( 1.11) ] 

0, Y) =dxY) w, Y’ ) 0 {;r=yg;Jx?);JI ;, ) (2.20) 
3 , 

ou &4/ax (resp. &4/8x’ ) est le gradient de A en x (resp. en x’ ). De (2.20) on 
deduit en particulier 

n(F)=J, a(MT) =mL ) a( Vp)=vp. (2.21) 

Explicitant (2.19) on voit que [ 16, §2,4, remarque 4.1, p. 381 

pour &Mp il existe (A, m ) EJA? tel que S=ST si et seulement si 
cw0~0={0), (2.22) 

d’oh il resulte immediatement, vu (2.7), la propriett suivante qui precise (2.19): 

pour tout SEMI il existe (A, m) et (A’, m’ ) dans d tels que S= 
sysy’ . (2.23) 

Cette factorisation de &Mp en deux automorphismes n’est Cvidemment pas 
unique, comme le montre l’exemple S=Z. Toutefois [ 16, $2,8, formule (8.6) ] 

ST =S’$ si et seulement si A =A’ et m = m’, mod 4 . (2.24) 

Sp est homeomorphe au produit U (n ) x lR ‘(“+I), U(n) le groupe unitaire, done 
a, (Sp) = (Z, + ), et il existe done pour q= 1,2, . . . . +oo un revCtement connexe 
(unique) Sp, de Sp, d’ordre q, et [ 16, ch. I, $2,3, thtoreme 31 

Sp, agit transitivement sur AZ, , (2.25) 

(aS,)12,=P2(S41*4)=S4(P212q) > (2.26) 

pour tous <s,, ~2skS~4x~2q, a! (resp. p) &ant le generateur de zl (Sp) [ resp. 
n, (A ) ] dont l’image naturelle dans Z est + 1. En particulier 

Mp agit transitivement sur A4 . (2.27) 

C’est cette action (2.27)) caracterisee par (2.26), que nous appellons gdomktrie 
mttaplectique. 

3. DCiinition et propriMs de l’indicep, 

Vu (2.23), tout SEMI peut s’ecrire comme le produit de deux operateurs 
(2.12); cette decomposition n’est certainement pas unique, mais nous Ctalissons 
dans le theorbme 3.1 une relation entre les couples ( (A, m), (A’, m’ ) ) rendant 
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la decomposition de S possible; une consequence essentielle de ce theoreme est 
alors le theoreme 3.2. 

Commencons par rappeller le resultat suivant [ 2, ch. III, $91, qui precise le 
theoreme habitue1 de la phase stationnaire: 

Soit R une matrice reelle, symetrique et inversible, d’ordre p> 1 
a~C”(lR~xlR~ ) telle que a(., k) #O pour tout k>O, et 

(1) a(.,k)~sP(lR~) pourtoutk>O, 
(2) il existe m& tel que pour tous (cu, y) EN”XN on 

]DcD@(x, k) ] =O(k”‘-7) pour k+ +m, uniformement en x&~. 
Alors, l’integrale 

(3) IR.Ak)= s exp(Sik(fi,x) b(x, k) d.x 
R” 

satisfait 

P/2 

]det(R) ] -1/2(ein/4)sign(R)u(0, k) 

pour k+ + 03, oh sign(R) est la signature de R. 

Dans toute la suite de ce paragraphefdesignera la fonction 

f(x) =exp( - ]x]‘/2) , x&“, 

et on posera, pour k> 0, fk( x) =f (x$). On rappelle que 

I f(x) dx=a”‘2 . 
R” 

, et 

ait 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Les deux lemmes suivants sont essentiels pour la demonstration du theoreme 
3.1. 

Lemme3.1. Soient (A, m) et (A’, m’) duns d, uvecA= (P, L, Q),A’= (P’, L’, 
Q’). Posonsp=2m-n,p’=2m’- n, et r=rang(P’+Q), s=sign(P’+Q). I1 ex- 
iste C= C(A; A’ ) > 0 telle que 

pour k-, co. 

L.emme 3.2. Pour toute mutrice rt!elle, symttrique et inversible Sordre n on u 

FV-RF= (- ~)‘VR-IM$-IFVR-I, 

oti q=Inert(R) est Pinertie, c’est d dire le nombre de’vuleurs propres ~0, de R. 



MA. de Gosson / Cocycles de Demazure-Kashiwara 265 

Nous utiliserons dans la demonstration de ces deux lemmes les notations sim- 
plifiCes e(x) =exp(inx/4) pour x&, S=ST et S’ =S$ . 

Preuve du lemme 3. I. Posons R= P’ + Q. Utilisant successivement les relations 
(2.18b), (2.18~)) (2.18d) on peut supposer L’ =I; puisque l’on considtre la va- 
leur de SS fk en x= 0 on peut aussi supposer L = 1, P= 0.11 suffit done de prouver 
que 1’intCgrale 

I,(k)= j- exp(W(fi, x> )b(x, k) ~-XT, (3.4) 

b=Jw-,*a 3 (3.5) 

vCrifie 

I,(k) -Ck-‘12e(s) (3.6) 

pour une constante C> 0. 
Premier cas: r=n. Posant a(x, k) =k”/‘b(x$, k), (3.4) s’Ccrit 

I,t(k)= j exp( iik(Rx, x) )a(x, k) dx, 

et il est clair que a(*, k)EY(IR”) pour tout k>O; en outre, vu (3.3) on a 
la(x, k) I G~L”‘~, et un calcul immCdiat montre que l’on a pour y> 1 et k> 0: 

Pa,,, &ant un polyn6me, done les conditions (3.1) ( 1) et (3.1) (2) sont satisfaites 
avecm=O,p=n;onadonc,vu (3.1)(4), 

IR(k)-C(R)k-n’2e(sign(R)) jexp[(i/2k)(Q’x,x)v(x) dx, 

avec C(R)= Idet(R) I-‘12; par I’inCgalitC 1 eir - 1 I < 1 t I, valide pour td?, on a, 
vu (3.3), 

s 
exp[ (i/2k) (Q’x, x) If(x) dx=~“‘~+O( l/k) , (3.7) 

c’est A dire 

I,(k)- (+a)‘1/21det(R) I-1/2e(~)k-“/2, 

ce qui Ctablit (3.6) dans le cas r= n. 
Deuxieme cas: 0 < r < n. Si HE 0 ( n ) on a 

I ,,,(k) = j exp(li(Rx, x> )b(‘Hx, k) dx 

et, vu (2.18a), 

b(‘Hx, k) =J’( LJQX&) 0, k) ; 
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on peut done supposer R diagonale, et que les valeurs propres (A i) r ,ci< 88 de R sont 
nulles si et seulement si 1 <i<r. Ecrivant x= (x’, x”), avec x’= (x,, . . . . x,), 
x” = (xr+,, . ..) x,), la relation (3.4) devient 

z,(k)= j- exp( ii(R’x’, x’) )b(x’, k) dx’ , 
IRr 

oti R’ est la matrice diagonale de valeurs propres 1 I, . . . . ,I, et 

b(x’, k)= j b(x, k) dx” . 
R”-r 

On veritie immediatement, comme dans le cas r=n, que la fonction 
a(~‘, k)=k-“%(x’& k) verifielesconditions (3.1)(l) et (3.1)(2) avecp=r, 
m=O, d’oti, vu (3.1)(4), 

I,(k)-Ck-‘l’e(sign(R’)) 

pour une constante C> 0 ne dependant que de R et r, ce qui Ctablit (3.6 ) dans ce 
cas. 

Troisitme cas: r=O. Alors R=O, et 

I,(k) = j b(x, k) dx= (2~)“‘~) 

vu la definition (3.5) de b, d’oh (3.6). 

Preuve du lemme 3.2. Soit Ho0 (n) telle que S= HR’H soit diagonale. On a, vu 
(2.18c), 

FV-,F=M,(FV-,F)M,, 

et, vu successivement (2.18a,b,c,d), 

MHVS-,Ms-,FV~-,M,“=V~-,MR-,FV~-, , 

done on peut supposer R diagonale. Soient EJ,, . . . . eJjl, (AJ> 0, eJ= + 1) les va- 
leurs propres de R; on a alors 

V-R =V)-ielll @‘*‘@P-icnLn 9 (3.8) 

ou p-ia(u)=exp(ie;lu2/2), u&, I.>O, E= If: 1. Notant 9 la transformation de 
Fourier habituelle en une variable on a 

s;(V-id)=e(E) L Vi/d * 
J;i 

(3.9) 

Soit hoSp(tR); on note h”la fonction h”(u) =h( -u), et * le produit de convolu- 
tion. Alors 
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c’est a dire, vu ( 3.9) et la definition de * , 

9(V-ia~(h)) (U)=e(f) L ~ia/19(bOic/l~)(ulEA) . 

G 

Definissant l’automorphisme m& de Y(R) par 

m&h(u)=e(l-t)$h(eL), 

cette formule s’ecrit 

~6(~-i~~(h))=e(2E-l)~ici~mf,~,.(~i,,l). 

Notant que l’on a 

AI&-, =m;l/e,l,@...@m:jE,l,, 

ainsi que 

F=e(-n)(9@GS9) (nfacteurs), 

(3.10) implique, vu (3.8), 

FV&742(Er +...+E,)-22n)V,-rM~-IFF/,-I, 

d’ou le lemme 3.2, puisque 

~(E,+...+E,)-22n=2(sign(R)-n)=-29. 

(3.10) 

ThCorkme3.1. Soient (A, m), (A’, m’), (A”, m”) et (A”‘, m”‘) dansd,A=(P, 
L,Q),A’=(P’,L’,Q’),etc.Onpose~l=2m-n,~r’=2m’-n,etainsidesuite. 

( 1 ) Si ST S,“.’ = S,“!:’ ST,:’ , alors P’ + Q et P”’ + Q” ont m8me rang, et 

p-i-f’+sign(P’+Q)=~“+~“‘+sign(P”’+Q”), mod8. (9 

( 2 ) II existe (A, m ) EZZ tel que ST = S$’ S$’ si et seulement si PI’ + Q’ est in- 
versible, et on a dans ce cas 

,u=$+p”+sign(P” +Q’) , mod 8. (ii) 

Nous utiliserons dans la demonstration du theorbme 3.1 les mCmes notations 
que dans les lemmes 3.1, 3.2 et leurs demonstrations. 

Preuve de ( 1). Vu le lemme 3.1 nous avons pour k-rco 
SS’fk(0) - Ck-‘/2e(p+p’ +s) , 

S”S”‘fk(0)MC’k-“/2e($‘+p”‘+s’), 
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C et C’ &ant des constants >O et r=rang(P’+Q), r’=rang(P”‘+Q”), 
s=sign(P’+Q),s’=sign(P”‘+Q”),d’otir=r’ete(~+~;+s)=e(~“+~“’+$). 

Preuve de (2 ). On a par definition de S 

SYi(O)=e(p~JZGTl J w(li(P4 x> ).fO$l dx 

=k-“~2e(plJldet(LII 1 ew[ (i/2k) (Px, x> 1 f(x) dx, 

done, vu (3.7), 

Sfk(0) - (det(L) I (a/k)“/2e(@) . 

On a aussi, vu le lemme 3.1, 
S’S”&(O) -C( l/k)‘/2e(fi’+p”+s) , 

avec r= rang( P” + Q’ ), s= sign (P” + Q’ ) et C> 0; si alors S=S’S” on doit avoir 
r=n et e(p) =e(p’ +p” +s), done P” +Q’ est inversible et la formule (ii) v&i- 
free. Si, inversement R=P’ +Q est inversible on a, vu la formule (2.16) et le 
lemme 3.2, 

s’s,,=(-1)4V_~M~.!‘(~~-IM(R-,FVR-,)M~~~V_Q., 

ohq=Inert(R)=Inert(P’+Q),c’estadire,vulesformules (2.18), 
S’S” = ( - 1 )~v~pM~‘+“‘“+qFV~Q ) 

avec 
P=P’- ‘L’R-‘L’ 9 L=‘L”-lR-1L’, Q=QU-lL”-IR-IL”-1 ; 

c’est A dire S’S” = V-&fpFV-, oti msm’+m” -4, mod 4. La formule (ii) du 
theoreme en rtsulte immediatement vu (2.24) puisque n - 2q= sign (P’ + Q). 

On rappelle [ voir ( 1.18 ) ] que pour tout 1~ A la for-mule 
6,(S, S’ ) =classe de G( I, sl, ss’l) , mod 8 , 

ou SW dtsigne la projection naturelle Mp-rSp, dtfinit un cocycle sur Mp, c’est 
a dire que l’on a la relation 

~,(ss,,s”)+6,(ss’)=6,(s,s’s”)+~,((s’,s”) ) (3.11) 

pour tous S, S’, S” dans Mp. Vu (2.23), la formule (i) du theoreme 3.1 permet 
de definir 

DBfinition. Soit S=SI;‘S,$ EMP. On note h(S) et on appelle indice de Maslov 
deS,laclassemodulo8deI’entier~+~’+sign(P’+Q),siA=(P,L,Q),A’=(P’, 
L’, Q’),p=2m-n,p’=2m’-n. 
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Vu la formule (ii) du mCme thtorkme on a alors 

&-,(S:;l) =classe de (2m-n) , mod 8, (3.12) 
done &, est localement constante sur {ST : (A, m ) E&} c Mp. Posant, pour (I, I’, 
1” ) e/i 3, 6( l, I’, I” ) = classe de a( l, I’, 1” ), modulo 8, on peut tnoncer: 

Theo&me 3.2. 
( 1) Soit k/1 et S,+Mp tel que I=&,, oti s,,oSp est la projection de S,. Pour 

SzMp, l’expression ~(S;‘S&) ne depend que de 1 et S; la fonction fi,: Mp+&, 
dPJinie par 

fil(S)=~(S~‘SSO) est Puniquefonction Mp+&, , 

ayant les deux propri&b suivantes: 

/i,(SS’)-/i,(S)-/i,(s’)=c?,(SS’) ) 

qui s’tnonce: k, est un cobord de fi,; 

(9 

rapplication (S, 1’ ) HP,(S) - b( sl, 1,l’ ) est localement constante sur le 
sous-ensemble { (S, I’ ) : 1 n 1’ = 1 n I’ = { 0)) de Mp x A; done ,k, est locale- 
ment constante sur le sous-ensemble E= {S: sin I= {0}} de Mp. (ii) 

(2 ) La fonction PI poss&de en outre les propriMs que voici: 

MS-‘> = -P,(S) > MO =6 3 

PA -9 =/a(S) +d , 
fiI( S) et n-dim( s/n I) ont mCme image dans Z/22 , 

#Li,(s)-pp(s)=6(sl, 1, I’)-C+(sl,sl’, r,) . 

(iiia,b) 

(iv> 

(v) 

0% 

Preuve de ( 1) , Montrons d’abord l’unicitt d’une fonction verifiant la propriete 
(ii). Si fire est une seconde telle fonction, ti, =p, -bIe verifie 

3,(ss’)=ti,(s)+ti,(s’) ) (3.13) 

et est localement constante sur E, ou, vu (2.7), tout &Mp est le produit de deux 
elements de E, (3.13 ) implique alors que 3, est localement constante sur Mp tout 
entier, et nulle. 

Prouvons maintenant la formule (i). 
Premier cas: I= 10. Alors ,&, =,&-io; commencons par montrer que 

/i&s,ys$‘) +)(s.y) +/i&s:!‘) +6(1,, SAL), S,,ps~~l~) , (3.14) 

oh s,~, s,,, sont les projections de S.!;, Sl;!’ , respectivement. Vu la formule (i) du 
theoreme 3.1 et les proprietts ( I .6) et ( 1.9) de Q il suffrt de montrer que 
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a(l,,s,‘lo,SA’I~)=-sign(P’+Q) 

siA=(P,L,Q)etA’=(P’,L’,Q’).Ouvu(2.20)ona 

(3.15) 

ainsi que 

(x,Y)=4l’(x’,Y’) * I ;F--;-;;,;,’ 5 
done 

sd’I,,={(x, -Qx):x&‘*}, s,J~={(x,P’x):xdR)‘}) 

d’oh il resulte, vu ( 1.4), que a( &, ST ’ lo, s,. 1,) est la signature de la forme qua- 
dratique XI+ - ( (P’ + Q) x,x) surlR”, d’oti (3.15) et (3.14). 

Soit alors &Sp; Ccrivant S=STS$ la formule (3.15 ), vu la propriete de co- 
cycle ( 1.5 ) de a; 

+b(h, $4h3, o+~(~Ah3, d3, 0 (3.16) 

pour tout k/i; quitte a modifier legkement ST et S$’ on peut toujours supposer 
quesAIonI=s~lonI~=sAl~nslo={O}, d’oti (i) vu (1.8). 

Prouvons maintenant que h verifie (i). 11 faut montrer que 

/iiJs)-~(slY)+jio(s’)=~(l~,sl~,ss’l~) (3.17) 

pour tous S, S’ EMP; (3.14) l’etablit lorsque S=ST et S’ =ST’ ; supposons done 
maintenant S quelconque et S’ =ST, et detinissons une fonction &,,,:M~H& 
par 

h,m(S) =boio(Sxr) -/iJio(S) -~(hh & s.Y4&) , 
et choisissons k/1; vu la propriete de cocycle de rs on a 

~(~o,~~o,~~~~o)=~(~o,S~o,~)-~(~~,SSA~~,~)+B(SIo,SSA1~,I), 
done, vu l’antisymetrie ( 1.6) de CT, on peut Ccrire 

.h.,“(S) =h(wY) --h,(S) -~(.&, w4L3,o , 
avec h,(S) =& (S) - c?( &, &, I). Prenant en particulier I tel que 

sl,nI=ss~l~nI=l~n~={O} 

(un tel choix de I est toujours possible; voir par exemple la remarque suivant le 
lemme 2 1.6.3, p. 330, dans la ref. [ 13]), h, est constant dans un voisinage de S. 
Puisque par ailleurs 
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vu (2.22), l’application SI+Q( &, s.s,J,,, I) est Cgalement constante, vu ( 1.8); par 
consequent fA,,, est localement constante, done constante sur le connexe Mp. 
Prenant maintenant S= 5’2’ dans ( 3.13 ) on a 

fA.,JSAm.‘) =j&(S$S7) -j&(S$) -b(l,, do, S.&IO) 

=bo(%7 9 

doncf,,,,, (S) = pc, (ST ) pour tout SEMI, d’oh ( 3.17 ) pour S’ = ST. Pour prouver 
(3.17) dans le cas general, posons S’ =S~,.Y * A, , par (3.17) dans le cas precedent 
on a 

=,cio(S) +/.&)(sz) +j&(s$) 

+tr(l~,ss,l~,ss’l~)+~(l~,sl~,ss~l~)) 

c’estadire,vu (1.5), (1.6)et (1.9),etpuisques’=s,s,., 

~(Ss’)=~(S)+~(S~)+~(S~‘) 

+~(I,,s,I,,s,s,.1,)+~(I,,sl,,ss’l,), 

d’oh (3.17) vu (3.14). 

Remarque. Prenant S=S’ =I, (3.17) implique immediatement, vu l’antisyme- 
trie de CJ, 

j&(1)=0. (3.18) 

Deuxi2me cas: 1 quelconque. Soit sOo Sp tel que I= solo; il existe exactement deux 
elements, So et -So, se projettant en so. Puisque S;‘SSo = ( -So)-‘S( -So), 
l’expression ,&(S& ‘A’S,) ne depend done pas du choix de l’element de Mp se 
projettant en so. Soit un autre Clement sb de Sp tel que /=sb!,; alors s& =soh avec 
k St ( lo), le stabilisateur de lo dans Sp. Soit HE Mp de projection h. Vu (3.17) et 
les relations hl, = h - ‘lo = /, on a 

,&(H-‘S~‘SS,H)=j&(H-‘)+p&,‘SS,)+&,(H) 

+c+(I,, 10, h-‘s~‘ss&)+b(r,, S~‘SS&, slpss&) , 

done, vu l’antisymetrie de o, 

~(H-‘S,y’SSoH)=/&(H-‘)+/&,(S,‘S5’o)+~(H). 

Vu (3.18) et (3.17) ona 

&,(H-‘) +/i&H) =&,(I) =6, 
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done 

j.iJH-‘S,‘S&H) =/.&(s~‘ss~) ) 

ce qui montre que I’expression ,& ( SC ’ SS, ) ne dCpend que de IE A et de SE Mp; il 
est done ICgitime de la noter fi,( S) . La propriCtC (ii ) rCsulte alors immddiatement 
de cette propriCtt pour b =p,,, et de ( 1.8 ); reste A montrer que 

p,(s)-fi,(ss’)+ji,(s)=~(l,sl, ss’,) (3.19) 

pour tous S, S’ dans Mp. On a, vu ( 3.17 ) , 

ji,(SS’)=jil)( (S,‘SS,>(S,‘S’S,)) 

=~(s,‘ss,)+l.i,(s,‘s’s,)+iT(I~, s,‘ss&, S~‘SS’Sl)l~) ) 

c’est A dire, vu ( 1.9) et puisque /=s& 

j.i,(SS’)=/i~(S)+~,(S’)+~(I,sz,ss’l) ) 

qui est (3.19). 

Preuve de (2). La propriCtC (iiib) rksulte immediatement de (3.18); Ccrivant 
SS- ’ =I la propriCtC (iiia) en dkoule, vu (3.17) et l’antisymktrie de CT. 11 suffh 
de prouver la propriCtC (iv) pour I= l,,; on a 

p,( -S) =piJ( -S,‘SS,) 

=/lfJ(s{‘ss~)+4 

=/i,(S) +4. 

Soit done S=S$‘S$ EMU; posons m” =m+2; alors -S=S?“S14n.’ et on a, vu 
(3.17) et (3.12), 

= [2(m”+m-n)]‘+b(I,,s,I,,s,s,4~ll3) 

=~(s,m)+4+~(sd.)+~(~~, &IO, S&‘,1~) 

=/io(S) +4 ) 

oti [xl. dksigne la classe de XEZ, modulo 8, s,. la projection de S$ et s, la pro- 
jection de ST = -S2”. 

Prouvons (v). lkrivant de nouveau 

j.&(S) =j&)(S~S$) 

=~(s~)+~(s~!‘)+~(I~,s~I~,srls~‘I~) 

= [2(m+m’-n)]‘+c?(I,, &IO, S,&l~) , 
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h(S) et b-(1,,, s&, s,+Y,&) ont la m&me image dans E/2& or vu (1.7) on a, s 
&ant la projection de S, 

o(l,,s,,lo,s,ls,,.lo)‘n+dim(l,n~AI~) 

+dim(s,I,nS~SA,I~)+dim(lonslo) 

=n+dim(lOnslo) , mod 2, 

ce qui prouve (v ) si I= lo; le cas general en resulte immediatement notant que 
dim(s~‘ss&nlO)=dim(slnI). 

Pour prouver (vi), posons I=&, I’ = s&, , et choisissons S, E Mp de projection 
sI =s,sb-‘~Sp;doncl=s,l’ etona,puisque,&(S)=~~(S~‘,!CS,), 

~,(s)=~,.(S,‘)+~,.(SS,)+~(I’,s,‘1’,s,’ss,l’) 

=~r,(S,‘)+~I.(S)+Ci~(S,) 

+b(l’,sl’,ss,l’)+b(l’,s,‘l’,s,‘ss,I’), 

d’ou (vi), vu (iii) et les proprietes (1.6) et (1.9) de rr. 

4. Construction de l’indice de Maslov sur A4 

Nous notons comme precedemment ii(l, I’, 1” ) la classe modulo 8 de a(1, I’, 
1” ), r~ &ant le cocycle de Demazure-Kashiwara. L’eltment generique de A4, re- 
vetement d’ordre quatre de A =A (n), sera note f et sa projection sur A, a( fi = 1. 
Vu la definition (2.27) de la geometric metaplectique, Mp agit transitivement 
sur A,. Si To/l, nous noterons St (/‘) le stabilisateur de f dans Mp: c’est le sous- 
groupe de Mp consistant des S tels que Sf= f. Un resultat essentiel est alors: 

Lemme 4.1. 
( 1) St(f) est homtomorphe ci la composante connexe de St (1) c Sp. 
(2) j.i,(S)=OpourtoutSESt(l). 

Preuve. La propriete ( 1) implique la propriete (2) vu (ii) et (iiib) dans le theo- 
reme 3.2. Montrons done la propriete ( 1). Soit 1 la projection de lo/i, et St (1) 
son stabilisateur dans Sp. Vu le lemme 2.1(3 ), St (1) a deux composantes con- 
nexes, St+ (1) et St- (I), St+ (1) &ant la composante de l’element neutre. Soit 
St,( 1) le sous-groupe de Mp, image reciproque de St (1) par la projection Mp-r Sp. 
Le stabilisateur St (1) est ferme dans St,(l), et vu (2.28) son complementaire 
dans St, (1) est l’ensemble 
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ou p est un gentrateur de a, (A), done St’ (I) est Cgalement ferrne dans St,( /), 
done St (0 est ouvert et ferme dans StZ (I). La projection d’un revCtement &ant 
un homeomorphisme local, il en resulte que 

rr(St(l)) est ouvert et ferrne dans St(r) . (4.1) 
PosonsE’=a(St(l))nSt*((I);vu (4.1),E+etE-sontouvertsetfermesdans 
St (I), et par consequent aussi dans les connexes St+ (I), St- (r); done 

E+=St+(l) ouO, E-=St-(1) ou 0. (4.2) 
Or ZESt (I), done E + = St (I). Par ailleurs on n’a pas E - = St- (I), car dans ce cas 
onauraitrr(St(fl)=St(l) doncStZ(I)={S: +&St(f)};orvu (2.27) et (2.28) il 
n’existe pas d’element &Mp tel que i 5’f= f. On a done E - ~0, d’oh 
rr( St (0 ) = St+ (I), et la restriction de a a St (0 est injective done St(r) est ho- 
meomorphe au connexe St (I). 

Remarque. Le lemme 4.1 peut aussi se deduire du lemme 2.1(3 ) et de la ref. [ 4, 
theortme 3.11. 

Soit (l /’ ) une paire d’elements de A4 se projettant en (/, 1’ ) EA 2. Vu la transi- 
tivite (2.25) de l’action de Mp sur A,, il existe &Mp tel que fi =Sf, et on a alors 
1’ =sl, oh s~Sp est la projection de 5’. Soit maintenant s’ un autre Clement de Mp 
tel que P =s’ [ on a alors s’ = SH avec HE St (0. Par le lemme 4.1 et vu la pro- 
pritte de cobord de 6, [ thtoreme 3.2; formule (3.19) 1, on a 

,k,(s’)=/i,(S)+~,(H)+~?(l,sl,shl) 

=ji,( S) + b( 1, sl, shl) , 

hoSp &ant le projett de H, or a( St(f) ) c St(l), done, par l’antisymetrie du co- 
cycle de Demazure-Kashiwara, 

MS 1 =/h(S) , 
done h,(S) ne depend que de (l P ); nous noterons 

ji(f,P)=p,(S) sif’=Sf, 
et appellerons la fonction 

ji:AZ3(r, fi)H/.i(f, P)E& 

(4.3) 

definie par (4.3) “indice de Maslov SW Ad”. Le theoreme suivant permet d’iden- 
tilier fi avec l’indice de Maslov dtfini dans la ref. [ 9, ch. II, $41. 

Thkorbme 4.1. L’indice de Maslov p est l’unique fonction L,xA,-r& qui soit lo- 
calement constante SW { (t fi ) : In I’ = { 0)) c A4 x A4 et qui satisfasse la relation 

#Li(r, P)-ji(f, P)+ji(fi, f)=@(,l, I’, P) (4.4) 
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pour tous ([ f’, f”)~A~XA.,XA~seprojettant en (1, I’, l”)~/ixAxA. 

Preuve. Montrons d’abord que (4.4) est verifiee par l’indice de Maslov. Soient 
S et 5” dans Mp tels que !’ =Sfet fi, =s’ P, done p, =SSf. Vu la propriete (i) du 
theoreme 3.2 de 8, et la definition ( 1.18 ) du cocycle b, on a 

p,(s’s)=/i,(s’)+j.i,(s)+~(l,s’I,s’sl) 
et vu (vi) dans le theoreme 3.2, 

(4.5) 

=fi,(S’ ) -b(s’l, 1, I’ ) +cqs’l, I”, 1’ ) . (4.6) 
Or 

Mr, f ) =li,w 3 ji(r, P)=ji,(S~S) , ji(f,P)=/i,(S’) ; 

done (4.5) et (4.6) donnent 

/i(r, r>-ji(r, P)+p(P, P,)=b(l,s’l, P)+b(s’l, l,l’)-cqs’l, I”, 1’) 

d’oti (4.4) vu la propriete de cocycle et l’antisymetrie de cr. 
Vu le theoreme 3.1( 1)) #, est localement constante sur {SeMp: sln I= {0}}, il 

en resulte immediatement, vu la transitivite de l’action de Sp sur A, que fi est 
localement constante sur le sous-ensemble F= { ( f, P ) : 1 n I’ = { 0)) de A4 x A+ 
Montrons que c’est l’unique fonction verifiant (4.4) ayant cette propribtt. Si p’ 
est une seconde fonction localement constante sur F, verifiant (4.4), alors 3 = 
b-p’ est localement constante sur F et on a 

ti(r, P)=Iqf, P)+ti(P, P) (4.7) 
pour tous [ f , p, dans A4; comme on peut toujours choisir f, tel que 
1 n 1’ = 1” n 1’ = { 0}, il rtsulte de (4.7 ) que 3 est localement constante sur A4 x A4 
tout entier, done constante puisque A4 est connexe; toujours vu (4.7) cette con- 
stante est 0, d’oh +p’. 

Le theorbme suivant est essentiel: 

Thkor&me 4.2. L’indice de Maslov fi posdde les proprietts suivantes: 

/i(r, Q+/i@, l-)=0, ci(f,f)=h (ia,b) 
/i(Sf,Sfi)=ji(f,f’), V&Mp, (ii) 

p(/l’lp”P)=ji(f, F)+ [2(r-r’)]‘, (iii) 

pour tous (r, r’ ) EB*, p&ant le gtMrateur de R, (A) dont rimage dans b est + 1; 

fi(f,f,)=n-dim(lnl’), mod2. (iv) 
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Preuve. (i) resulte immediatement de la propriete (iii) du thtoreme 3.2(2) de 
b,. Prouvons (ii). Vu (1.9), la fonction~‘:A,xA,+& dtfinie par&‘(f,p)= 
fi(Sf, Sf, ) verifie la relation (4.4); la condition In I’ = { 0) est Cquivalente a la 
condition sin sl’ = (0) p our tout scSp, done fi’ est localement constante sur 
{([f,):1nl'={O}}, d one identique a ,k vu le theoreme 4.1, d’oh (ii). Le m&me 
argument, remplacant S par /3’, montre que 

MB’f,B’f’)=P(f,~), (4.8) 
ce qui Ctablit (iii) dans le cas r= r’ . Vu la propriete (4.4) de b on a, puisque 
n(/Yf)=a(f)=1, VreZ, 

~(srr,r,-p(prf,p*rf)+p(f,B”f)=o. (4.9) 
Or, vu (2.27), /3*‘f= ( -I)rf, doncfi(f, /?2ro =4rvu la formule (iv) dans le thee- 
r&me 3.2(2). Vu (4.8), (4.9) s’ecrit alors 

wrr,o-~(r,prf)=[4~l~ > 

c’est A dire, vu la propritte (ib) de ,/i, 

/.i(/Yr, I-) = [2r]‘. (4.10) 

Utilisant encore une fois (4.4) on a 

p(prf,~>-p(prf,f)+p(P,f)=6, 
done, vu (4.10) et (i), 

/i(p'f,P)=ji(f,P>+[2r]', 

et (iii) en resulte vu (4.8) et (ia). 

5. GCometrie mktaplectique 

L’objet de ce paragraphe est de donner une description tres explicite de l’action 
(2.27) de Mp sur A,. Cette description utilise l’indice de Maslov et ses proprittes. 

Soit k/i et SEMI>. Vu la for-mule (iv) du theoreme 3.2, l’image de p,(S) dans 
2,=2/42 ne depend que de I et de la projection s~Sp de S; nous noterons cette 
imagepI( 

ThBor&me 5.1. 
( 1) Pour chague IE A Papplication 

MP~S+(J,/&(S))~SPX& 
est une injection; cette injection est une bijection 

(9 
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~r:M~-r((s,~):~~~/(s)}. (ii) 

(2 ) La restriction 

q,:{S:slnl={O}} (iii) 
-,{W):sln1={0) ,pqh(s)} 

de cette bijection est un homeomorphisme lorsque H, est muni de la topologie 
discrete. 

Preuve. L’application (ii) est tvidemment surjective. L’application (i) est injec- 
tivecarsi (s,b,(S))=(s’,r(il(S’)) alorss=s’ doncS=kS’,d’otiS=S’ vu (iv) 
dans le thtoreme 3.2. Pour prouver (2) il suffrt de remarquer que vu (ii) dans le 
m&me theoreme ,L& est localement constante sur {S: sin I= {0}}, c’est a dire con- 
tinue sur cet ensemble lorsque h8 est muni de la topologie discrete. 

Considerons sur Sp x Z8 la loi de composition inteme definie par 

(s,ji)(s’,p)=(ss’,ji+ji’+b,(s,s’)). (5.1) 

On verifie immediatement, utilisant les prop&es du cocycle r?,, que la loi (5.1) 
munit Spxi& d’une structure de groupe d’element neutre (I, 0), l’inverse de 
(s, b) &ant (s-l, -fi). Le rCsultat suivant identifie Mp avec un sous-groupe de 
SpxZ,munidelaloi (5.1). 

Thborkme 5.2. 
( 1) Pour chaque 1~ A l’ensemble 
(i) (S~XZ~),={(S,~)ES~XH~:~E~,(S)} peut ttre muni d’unestructure de 

groupe topologique pour laquelle la bijection vi est un isomorphisme de groupes 
topologiques; 

(2 ) La loi de composition du groupe ( Sp x if8 ) r est ( 5.1)) c’est a dire 
(ii) (s,&)(s’,fi’)=(ss’, fi+fi’+f?(/, sl, ss’l) avecpE&(S), p’~br(s’), u+ 

p’+o(l,sl,ss’l)E/i,(SS~); 
( 3 ) la topologie de ( Sp x &, > , est caracterisee par les conditions 
(iii) pour chaque I’EA l’application (Sp~&)~3 (s, ~)~fi-c?(sl, 1, I’)E& est 

localement constante sur Pensemble 

(iv ) la projection 

{(s,ji):Inl’=slnl’={O}}, 

(SPX& >,a (S,ti)+=SP 

est continue. 
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Preuve. Vu le theoreme 5.1( 1) l’image de Mp par by/ est (SpxZs)/; munissons 
cet ensemble de la topologie transportee par p/; ( 1) et (2) rtsultent alors imme- 
diatement de la definition (5.1) de la loi de composition de Sp xi&. La propriete 
(3) est tvidente vu (ii) dans le theorkme 3.2. 

Remarque. Soient deux elements 1 et I’ de A. Vu le ( 1) du theoreme precedent on 
voit que ( Sp x Bs ) , et ( Sp x hs ) I’ sont des groupes topologiques isomorphes et 
que l’ensemble des homeomorphismes q! est un systeme de cartes locales de Mp 
dont les raccordements sont donnes, vu (vi), theoreme 3.2, par les formules 

~,(s)-~~(s)=~(sl,I,l’)-~(sl,sl’,l’). (5.2) 

De man&e similaire on peut identifier A4 avec un sous-ensemble de Ax Zs: 
Pour kA on note A, l’ensemble des plans lagrangiens transverses a 1, 
A,= (1’ c/i : In 1’ = (0)). 11 est facile de voir que cet ensemble est ouvert (cf. par 
exemplelaref. [13,§21.6]). 

Thdorkme 5.3. 
( 1) Pour chaque I’ E& l’application 

A43fH(1,~(f,fo)EAXH~ (9 
est une injection; cette injection est une bijection 

(ii) 

La restriction 

$I? :{f:lnl’={O}}+A~~ (iii) 

est un homkomorphisme lorsque Z8 est muni de la topologie disc&e. 

Preuve. Si (l,,k(f,f’))=(l”,$(f”,f’)) alors l=l” et il existedonc rE.72 tel que 
I= /W’ , oti /3 est le generateur de a, (A ) dont l’image dans Z est + 1. On en deduit, 
vu la propriete (iii) du thtorbme 3.2, de l’indice de Maslov, que r=O, mod 4, 
done f=p, vu (2.28), done (i) est bien injective. Vu (iv) dans le thtoreme 4.2, 
c’est une injection dans { (l,l):A=n-dim(lnI’), mod 2}, et vu (iii) dans le 
meme theoreme, c’est une surjection, done vp est bijective. Pour prouver (2) il 
suffit de remarquer que vu le theoreme 4.1, ,u est localement constante sur 
{rwi, : I& }, done continue lorsque &, est muni de la topologie discrete. 

Introduisant la notation 

(5.3) 



M.A. de Gosson / Cocycles de Detnazure-Kashiwara 219 

et munissant (A x&)~ de la topologie transport&e par la bijection y/p, le theo- 
reme 5.3 pet-met d’identifier A4 et (A x Z,) I’. Plus precisement 

ThCor&me 5.4. 
(I) Pour chaque I’EA l’ensemble (Ax&)r defini par (5.3) peut &r-e muni 

dune topologie faisant de lui un espace topologique pour lequel vr soit un homeo- 
morphisme; l’ensemble de ces homtomorphismes constitue alors un systeme de 
cartes locales de A4 dont les raccordements sont donnb par les formules 

p(f, P)-p(f, fi,)&(l, I’, l+p((, P,) . (9 
(2 ) Cette topologie est caracteriste par les conditions que voici: 

pour tout ~“EA l’application (Ax&)r~(l, A)+;i-o-(1, I’, I”)E& est 
localement constant sur { f: kAr }, (ii) 

la projection (Ax&),~s (1, 1) HIEA est continue. (iii) 

Preuve. Immediate vu le theoreme 5.3, le theoreme 4.1 [formule (4.4) ] et la 
propriete ( 1.8 ) de o. 

Nous allons utiliser les theoremes 5.2 et 5.4 pour expliciter l’action de Mp sur 
A4, c’est A dire de ( Sp x Z, ), sur (A x Z, ) ,. Nous aurons besoin du lemme sui- 
vant qui complete les proprietes de l’indice de Maslov. 

Lemme. Pour tous (S, [ P ) E Mp x A4 x A4 on a la relation 

p(Sf,f,)=p,.(S)+p(f,P)+tr(l’,sl’,sl). (5.4) 

Preuve. Vu la definition (4.3 ) de l’indice de Maslov on a fir (S) =fi( P, Sf, ) , done 
il suffit de demontrer que 

/i(sf,P)=~(P,s~)+p(f,P)+o(rl,sl’,sl)) 

relation qui n’est autre que la prop&C (4.4) de cobord de c?, vu l’antisymetrie 
(ia) dans le theoreme 4.2 de l’indice de Maslov. 

ThCorkme 5.5. L’action de ( Sp x Z,) r sur (A x Z8 ) I’ est don&e par 

(s,~)(1,~)=(sl,~+~+o(l’,sI),sl))) 

oii ran a 

p=n-dim(sl’nI’), Am-dim(ln1’) , 

a(l’,sl’,sl)~n+dim(l’nsl’)+dim(l’nl)+dim(l’nsl), mod2, 

(0 
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done 

p-tl+a(l’, sl’, sl)=n-dim(slnI’) , mod 2. (iii) 

Preuve. L’action de (s, p) E ( Sp x Z8 ) (’ sur (I, ,i ) E (A x h8 ) I’ est bien donnCe par 
(i) vu le lemme prktdent et les dkfinitions (i) du thCor&me 5.2 et (5.3); les 
formules (ii) rksultent alors immbdiatement de (v) dans le thkorkme 3.2, de (iv) 
dans le thtorkme 4.2, et de la propriM ( 1.7) de a; enfin (iii ) est Cvident vu (ii). 
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